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Fonction de densité

1. Définition
Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F .
La variable X est dite continue s’il existe une fonction positive f telle que:
x
F(x)=| f(z)dt vxe (18)
La fonction f est appelé densité de probabilité de X.
F est une fonction positive, croissante, telle que : lim F(x)=0 et  lim F (x)=1



Fonction de densité

La fonction de densité de probabilité de X vérifie les conditions suivantes :
® [ f(r)dr=1
® Pla<X<b)=F(b)-F(a)=] f(t)ds

® Sif estcontinue en x, alors F estdérivableen x, et F'(x)=f(x)

-

Graphigue 2 : Courbe de densité

Remarque : La fonction de densité de probabilité f est appelée aussi la loi de X.



Fonction de densité

Exemple 1:
Soit X une variable aléatoire de fonction de densité f définie par :

X _
— s10=sx<?2

f(x)=12
1(} S1Non

1.Vérifier que f une fonction de densité de probabilité
2. Calculer la fonction de répartition

3. Représenter le graphique de f et de #

4. Calculer P(0.5<X <0.7)

5. Retrouver E(X) et V(X) al’aidede M, (z)



Fonction de densité

Solution

1) (8] . - .
o= . , 1 .
:Lf(x)dx:__[jﬂfix+;[§dx+_£[}dx _lgdx_[?xz]

3

2} ] o x
F'(x)=r(x)= F(x)= [ r(o)dr = [ r(e)de+ [ r(e)ed

F(x }ah.

v




Fonction de densité

3)
(0t

O 1

4) 2
E(X):Igf(x)dx:i";dx:[i]” =

0



Fonction de densité

et V(X)ZE(XZJ—[E(X}T:ixzf{x)dx_[%J
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Espérance mathématique et variance

1. L’espérance mathématique

[’esperance mathématique ou I’espérance d’une variable aléatoire continue,
notée E(X), est définie par :
E(X)= [ xf (x)dx
2. La variance
La variance d’une variable aléatoire continue X, notée V(X ,est définie
par :
V(X)=E(X*)-[E(X)T]

ou:

E(X*)=[_xf(x)dx



Espérance mathématique et variance

Propriétés :
Soient a et b deux constantes ; X et Y deux variables aléatoires continues
@® E(a)=a et V(a)=0

® E(aX +b)=aE(X)+b

@® v(aX+b) = a’V(X)

Exemple

Soit X une variable aléatoire de fonction de densité f définie par:
e
— X

f(x)=+9

0 SInon

s5iD<x<3



Lois Continues Usuelles: Loi Uniforme

Une variable aléatoire X suit la lo1 uniforme sur un intervalle [a , b] s1 sa fonction de

densité est donnée par la formule suivante:

! . Sta=x<=25b
f(x)=1b—a

0., sinon

On écrit X [1U(a.b)

Les propriétés de X sont :

® E(X)— (a+b)

(b—a}z

® V(X)= 12




Lois Continues Usuelles: Loi Uniforme

Exemple:

Soit une personne qui arrive a la gare de bus en sachant que ce dernier arrive 2 chaque 60
min. Cette personne n’aucune information ni sur 1’heure du denier bus ni sur 1"heure de la

prochain bus. Il demande les gents de la gare le temps qu’il doit rester en attente du 1"’heure

du prochain bus.

Calculer la probabilité pour cette personne reste en attente entre 15 et 30 min.

Soit X le temps d’attente en min de cette personne. On admet que X [/ U (0,60). On a:
1

—., 851 0= x=60
f(x) _ 60 51 X
0O, sS1inon
Alors:
P(15=<X =30)= [ f(x)dx= Lo =12_02s
' 15 - 60 15 60



Lois Continues Usuelles: Loi Normale

3. La loi normale
LLa loi normale caractérise un phénomene résultant de 1’additionnement de

plusieurs facteurs qui sont indépendants.

Exemple : les cours d’une action dans une bourse

Une variable aléatoire X suit une loi normale de parametres m et o sisa

fonction de densité est définie par :

1 x—m H'l-l

1 2o

f(x}sz - ,\W’.X:E:

On écrit : X[ N(m,0)



Lois Continues Usuelles: Loi Normale

2. Caractéristique de la loi normale

WA Casl: X/ N{m,r:r]

F(x)=P(X Ex}:P( < J avec ¥ =

La valeur de ¢ est déterminée a partir de la table normale

E(X)=m V{X)=D'E



Lois Continues Usuelles: Loi Normale

2. Caractéristique de la loi normale

X —m

(=2

On écrit Y N(0,1)

Si ¥y= alors Y estappelée la loi normale centrée réduite.

Q. Cas2: XI[IN(01)

E(X)=0 . V(X)=1 et P(—x)=1—g(x)
95% des valeurs de la loi normale N (0,1) sont concentrées dans 1’'intervalle

[ —36,m +36]



Lois usuelles continues: Loi Normale

Parametres ; E(X) = u Parametres : E(7) =0
Var(X) = ¢* Var(T) = 1

Aire sous la
courbe=1
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Lois usuelles continues: Loi Normale

Calcul des probabilités avec la loi normale centrée réduite»

p(0<T <) p(-, =T <0)

4 el

Ona: pO=7T=1)=pO0<T <1))



Lois usuelles continues: Loi Normale

Exemple: Calcul de p(0<7 <0,5) par I'utilisation de la table de la loi Normale

& T & t 0,00 0,01 0,02

0<T<0,5 o
o 0.0000 | 0,0040 | 0,0080
0.1 0,0398 | 0,0438 | 0,0478

0,2 0,0793 | 0,0832 | 0,087
0.3 o117 01217 0,1 235
0.4 0,1554 0.,15%1 o,1&628

—p 0,5 ,@_@ 0,195 | o0,1985

o 0,2257 | 0,2291 0,2324
7 0,258 02611 | 0,2642
0.8 | o,2881 0,291 0,293%
0, | 0,3159 | 0.3186 | 03212
03 I
0

#» pour T=0,50 on lit directement de la table, 0,1915

» pour 7=0,00 on lit directement de la table, 0,000



Lois usuelles continues: Loi Normale

Exemple de Calcul : Entre T=-2.24 et T=1.12

t 0,00 9,01
0,0000 | 0,0040
0,0 | 00398 | 0,0438
0,2 | 0,0793 | o,0832
03 | 0,117 | 0,1217
04 | 0,1534 | 0,1591
05 | o,1915 | 0,1950
A224<T<112)=? 0,6 | 02257 | 02291
' 0,7 | 0,2580 | 02611
08 | 02881 | 02910
09 | 03159 | 03186
1.0 | 03413 | 03438

/ ' — 1,1 10364310366
1,2 | 0,3849 | 03869
1,3 | 04032 | 04049
1.4 | 04192 | 04207
1,5 | 0,4332 | 04345
1,6 | 04452 | 04463

1,7 | 0,4554 | 04564
. 1,8 | 04641 | 04649
-2.24 0 1.12 L9 | 04713 | oaTI9
2 | 04371 | 04778

- L2341 0,4821 | 04826 | 0,
a T=1,12 correspond 0,3686 ‘:?z.z--qm—-w—

) p(0<7 <1,12)=0,3686 /
a 7=2,24 correspond 00,4875




Lois usuelles continues: Loi Normale

Donc on aura :

p(—2,24<T <1,12)=p(-2,24<T <+ p(0<T <1,12)

p(=224=T=112)=p(-2.24=T =0)+ p(0=T =1,12)
= 0,4875 ~ 0,3686 = 08561




Lois usuelles continues: Loi Normale

Exercice
Soit X une variable aleéatoire qui designe le poids en Kg d’un type de Poisson.

On suppose que X suit la loi normale de fonction de densité définie par :

1 2
—(x—10)
5 (—10]

f(x)= ﬁf’

1/ Donner 1’espérance et la variance de poids de ce type de poisson.

11/ Donner la probabilité pour que le poids d’u poisson donné soit inférieur a
12 Kg

iii/ Sachant que le poids d’un type de poison donnée est supérieur a 8 Kg.

Donner la probabilité pour que son poids soit inférieur a 12 Kg.



Lois usuelles continues: Loi Exponentielle

La loi1 Exponentielle est une lo1 qui est utilisée dans 1’étude des phénomeénes d’attente.
Elle est utilisé pour décrire I’intervalle de temps qu sépare deux événements.
Par exemple :

- L’intervalle de temps séparant deux pannes consécution.

- Durée de vie d’une piéce.

- Intervalle de temps séparant deux arrivées consécutives a un guichet.

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi Exponentielle de paramétre A . Alors

Ax

\ Ae ", six =0
f(x) ={ .
0, sinon



Lois usuelles continues: Loi Exponentielle

L.es propriétés de X sont :

o] E(X):%

o V{X):%

Exemple:

Soit X une variable aléatoire continue qui représente la durée de vie d’un systéme
€lectronique. Supposons que la durée de vie moyenne est 400 heures.

i/ Quelle est la loi de X

ii/ Donner la fonction de répartition de X

iii/ Calculer E(X) et V(X)



Lois usuelles continues: Loi Khi-Deux

» Soient X, X,,..., X, une suite de variables aléatoires normales centrées réduites et

indépendantes. i.e:

® X, IN(0,1),Vi=1,..,n

® Cov(X,,X,)=0,Yi= j(i,j=1,..,n)

» La variable aléatoire X définiepar: X =X"+X.+..+ X’

Suit 1a loi de Khi-deux & n degré de liberté, on écrit X — z°(n)



Lois usuelles continues: Loi Student

» Soient Xl, Xz,...1 Xn une suite de wvariables aléatoires normales centrées réduites et

indépendantes. i.e:

X, [ N(0,1),Vi=1,...,n et Cov(X,,X,)=0,Vi= j(i,j=1,...n)

» Soit Y une variable aléatoires normale centrée réduite et indépendante de
X,.X,....,X, . ie:

n

Y (I N(0,1) et Cov(Y,X,)=0,Vi=1,...n

» La variable aléatoire T définie par: T =

ol Z:i}fff ;;'f
i=l

suit la loi de Student a n dégrées de liberté. On écrit T — 1,



Lois usuelles continues: Loi de Fisher

» Soient X, X,,....X, et ¥.Y,,....,¥Y deux suites de variables aléatoires normales

centrées réduites et indépendantes. 1.e:
® X, N(01),Vi=l,...n
® Cov(X,.X,)=0,Yi= j(i,j=1,...n)

» La variable aléatoire F définie par:

I & 2 !
”ZX:' — X

F=—t= =4 oll X [ y?
LZ}’E l}—' "
mi5 n

suit la lo1 de Fisher a n et m degrés de liberté. On écrit

et Y IIN(0,1),¥i=1,...m

et Cov(Y.Y,)=0,Vi= j(i,j=1,...,m)



Lois usuelles continues: Loi Log-Normale

Soit X une variable aléatoire continue. X suit la loi log-Normale de paramétres & et o

si sa fonction de densité est donnée par la formule suivante:

1 1 In(x)— ’ .
f(x)= E"“p[ z( = U’*’”}O

(), sinon

On écrit X — LNor(u,o)

Les propriétés de X sont :

G'E
+

® E(X)=¢ 2

@ V(X)= e+ (e"z —1)



Lois usuelles continues: Loi de Pareto

» L.a loi de Pareto est une loi qui ne prend des valeurs qu’au-dela d’un certain seuil pour

des variables aléatoire. Cette loi est trées employée en assurance.

» X une variable aléatoire qui suit la loi de Pareto de parametres o et &

si sa fonction de densité est donnée par la formule suivante:

Lc!:_l,s:i_x:_:'ﬂ
S(x)=1(x+86)
0, sinon
Les propriétés de X sont :
.E[X']z el si oa=1
o —1
Fa
VIX|= ST a2
MM CZ 2

On écrit X — Per(c,8)



Lois usuelles continues: Loi de Weibull

X une variable aléatoire qui suit la loi de Weibull de parameétres o, e Rf

si sa fonction de densité est donnée par la formule suivante:

Lax*'e | six=0

0, sinon

-]

Les propriétés de X sont :

r[l +l\|
o)

ﬁE

o et {i(-2)-w(2)

ﬁﬁc

® £[x]=

On écrit X — Web(ea., 3)



Lois usuelles continues: Loi de Gamma

Une variable aléatoire X suit une loi Gamma de paramétres o, € R.® si elle posséde

une densité de probabilité la fonction :

ﬁa o=l —Fx -
f{I)Z][—F{a')I & st =10,
0

si =10,

Les propriétés de X sont :



Théoreme Centrale Limite

» Soient X, X,,....,X, une suite de variables aléatoires qui sont indépendantes, de

[

méme moyenne et variance. 1.e:
® E(X,)=mVi=1,...,n
® V(X,)=0c",Vi=1,..,n

Posons :
S, =X, +X,+..+X,=>"X,
=1
On a:

® E(S,)= E[gxi):iﬂ:.ﬁ"(:{ﬁ):nm
o V(Sn):v[gxszgvx{x;):m:rz



Théoreme Centrale limite

Alors:

S —nmm S —m . . . .
Y, = te— =" Converge en loi vers une loi normale entrée réduite N(0,1). i.e:
no _

Y Evarg—EE‘—L”—ia-N(o, 1)

Exemple:

Considérons 400 étudiants qui se sont présentées au guichet de la photocopie de la faculté
pour faire des copies de cours sachant que chacun d’eux a payé a la caisse un montant

M, (i=1,....n). Supposons que les M, sontdes variables aléatoires indépendantes de
méme loi inconnue, de moyenne égale a 10 dh et de variance €gale a 25 dh.

Donner la probabilité que la recette totale R du service de la photocopie soit supérieure a

4200 dh.



Théoreme Centrale Limite

400
R=M,+M,+..+ My, => M (i)

Alors :
@® E(R)=400m=400x10 = 4000

® V(R)=noc?=400%(25)" =10000

D’apres le théoreme central limite on a : R—nm _ R—4000 _ R—4000

Jno? 10000 10000

R—4000 4200— 4000
mmm) P(R=4200)=P =
( ) [ 100 100 j

=P(T>2)=1-¢(2)=0.0288

R —4000
100

Selon la table de loi normale centrée réduite ot 7 = N(0,1)

o N(0,1)



Approximation de la loi Binomiale par la loi
Normale

» Soit X une variable aléatoire suit la loi binomiale B(n, p) avec n assez grand et p ni
proche de 0 ni proche de 1. Alors la loi de X peut étre approchée par

une loi normale N[m,o'z) Jie:
X | N(npn}ﬂpﬂ—p)] ot E[X]=m=np et V[X|=c"=np(1-p)

> En pratique I’approximation est valable lorsqu’ona:n>20 , np=10et n(l—p)=10

Exemple :
Etant donnée une entreprise qui a distribuée des produits de publicité a 1000 ménages.

Sachant que la probabilité pour qu'un ménage ayant recu le produit soit intéressé par
celui-ci est égale a 0.45, quelle est la probabilité d’avoir parmi les 1000 ménages 470

ménages intéressées par le produit de publicité.



Approximation de la loi Binomiale par la loi
Normale

» Soit X le nombre de manages intéressés par le produit parmi les 1000 ménages.

Ona: X B(1000,0.45)
» La probabilité recherché est €gale a : P( X =470)

» Vue la difficulté du calcul de cette probabilité, on sera amene a utiliser 1’approximation

d’une loi1 binomiale par la loi1 normale.

» Or p=041 niproche de Oni prochede 1, n=1000=20, np=1000x0.45=450=10
et n(l1—p)=1000x0.55=550=10 alors:

X [ N(np.fnpq )= N(450,4/15.73)

1/ 470-4507"

S|
e *-VE L 110.01130

Donc P(X =470) =

1
N15.7327



Approximation de la loi de poisson par la loi
Normale

» Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de poisson de parameétre A, i.e: X[ P(A)

» Lorsque 4>20 X peut &tre approchée par une loi normale N(4,y7)

Exemple

Etant donné une société dont le nombre de fois qu’elle en rupture de stock durant une
année est une variable aléatoire qui suit la loi de poisson de paramétre 36. Quelle est la
probabilité pour que le nombre de la société soit en rupture de stock durant une année soient

inferieur a 39.



Approximation de la loi de poisson par la loi
Normale

» Soit X le nombre de rupture de stock dans cette société durant une année. Ona: X[ P(36)

e "x%36" 7" x36' e " x36™
+ +..+
0! 1! 38!
=P({X =0}U{X =1}U..U{X =38})

» La probabilité recherchée est : p(X <39)=

» La difficulté du calcul, on préfere a passer a la loi normale, i.e: x| N(36,6) alors:

P(X <39) =P[X 30 39_35}:13(? £0.5)=0.6915

6 6

o T N(01)



